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В филиале «Дмитров» международного университета «Дубна» могут решаться сложные зада-
чи по обработке больших массивов измерительной информации и планирования экспериментов. Та-
кие задачи встречаются в отраслях космической промышленности, атомной энергетики, геодезии и 
т.д. Особенностью этих задач фактически являются избыточность имеющихся данных и наличие 
немоделируемых возмущений, либо возможность выбора моментов или расположения наблюдений 
(планирование экспериментов). Одну из первых таких задач поставил академик А.Н.Колмогоров в 
1963 г. в связи с исследованиями солнечной активности. Однако и в более изученных моделях реально 
всегда присутствуют стохастические неопределенности, либо очень малые немоделируемые возму-
щения. Имеющийся в филиале «Дмитров» комплекс программ гарантирующего оценивания, который 
первоначально возник в отрасли космической промышленности, может быть нами применен для 
решения любых задач по обработке больших массивов измерительной информации, а также для ре-
шения задач по планированию экспериментов любой природы. 
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Complex problems of processing large observation data may be solved in Dmitrov Branch of Dubna  
International University. Such problems arise in cosmic and nuclear energy industries, geodesy, etc. The 
peculiarity of these problems is an abundance of observation data and the presence of unmodeled distur-
bances. In this paper we briefly describe computer programs for numerical solution of optimal guaranteed 
estimation problems. 
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Введение 

Вначале мы приведем цитату из книги А.Н.Тихонова и В.Я.Арсенина (см. [24], с. 30): «К числу 
важных задач относится задача создания систем автоматической математической обработки резуль-
татов физического эксперимента. Одним из этапов обработки является решение обратных задач вида 

uz   относительно z . Большое число современных экспериментальных установок для исследова-
ния различных физических явлений и объектов являются сложными и дорогостоящими комплексами 
(ускорители элементарных частиц, установки для получения и исследования высокотемпературной 
плазмы, для исследования свойств вещества при сверхнизких температурах и др.). 

Желание иметь надежную информацию об исследуемом явлении, изучение «редких» и «слабых» 
эффектов часто приводит к необходимости многократного повторения единичного эксперимента. Ав-
томатизация проведения эксперимента и способов регистрации его результатов позволяют получать 
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за короткое время весьма большой объем необходимой информации (десятки и сотни тысяч снимков, 
осциллограмм, показаний детекторов и т. п.). Для получения из этой информации необходимых ха-
рактеристик изучаемого явления или объекта требуется последующая обработка результатов наблю-
дений». 

К сказанному можно добавить, что при наличии такого огромного количества фактических дан-
ных наблюдений совершенно необходимо учитывать влияние стохастических неопределенностей и 
немоделируемых возмущений (см., например, [2, с. 15 ,95 ,97] или [26]). Как бы ни были малы такие 
возмущения, при неограниченном увеличении числа наблюдений точность получаемых оценок мо-
жет становиться все хуже и хуже (по крайней мере, в этих случаях заведомо теряется свойство со-
стоятельности статистических оценок). Это послужило причиной развития неклассических подходов 
к задаче обработки результатов наблюдений, один из которых мы сейчас кратко опишем. 

1. Постановка задачи. 

Одним из направлений в теории минимаксного оценивания является оптимальное гарантирую-
щее оценивание [1, 2, 9 – 23, 28 – 31], которое первоначально возникло в отрасли космической про-
мышленности. В этом направлении задача оценивания рассматривается в случае ограниченных дис-
персий и коэффициентов корреляции ошибок наблюдений (либо ограниченных средних значений и 
ковариаций). 

Затем аналогичный подход возник также в отрасли атомной энергетики, где использовались 
спектральные ограничения на немоделируемые возмущения [7].  

Рассмотрим линейную модель 

 Azu ,     (1.1) 

в которой Ru  – вектор измерений, mRz  – вектор состояния системы ( m ),   – вектор слу-
чайных ошибок j , имеющих средние значения j  и ковариационную матрицу 

js = ))(( ssjj   , .,...1, sj    (1.2) 

Предполагается, что матрица A  имеет ранг m и выполнены следующие статистические гипотезы 
[2]: 

а) средние значения и дисперсии ошибок измерений j  ограничены: 

,jj    ;,...,1 j      (1.3) 

,2
jjj     ;,...,1 j      (1.4) 

б) коэффициенты корреляции  2/1)(:  ssjjjsjsr   ошибок измерений j  и s  ограничены: 

jsjs wr  , ,,...,1, sj      (1.5) 

где  jsw  – положительно определенная матрица с элементами ,0jsw  ,sj   ,1ssw  и ,j  ,jsw   
2

j  – априорно заданные числа. 

Наряду с ограничениями (1.5) можно также рассматривать случай положительной корреляции 
ошибок измерений 

.,...,1, ,0,0  jiwr ijiji     (1.6) 

Кроме того, вместо ограничений (1.3) – (1.5) иногда удобно считать, что заданы прямые ограни-
чения на ковариации ошибок измерений: 
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,0 i  
,ijij d
 ,,...,1, ji      (1.7) 

или же заданы ограничения на их вторые моменты: 

,ijji d 
 ,,...,1, ji      (1.8) 

в которых ijd  – заданная положительно определенная матрица с неотрицательными элементами. К 
этим ограничениям следует добавить требование неотрицательной определенности матрицы кова-
риаций (1.2). 

Обозначим через P  класс всех распределений   случайного вектора  zu , таких что (не-

случайный) вектор состояния системы z принадлежит ,mR  а вектор случайных ошибок R  удов-
летворяет статистическим ограничениям (1.3) – (1.5). В теории оптимального гарантирующего оце-
нивания обычно рассматривают линейные оценки ,)( uxu   Rx  заданного скалярного пара-
метра mRczc   , . В качестве функции риска принимается среднеквадратичная ошибка оценки. 

Для произвольной оценки )(u  максимальное (гарантированное) значение функции риска 
2
  p  

будет равно 

.sup:)(
2
 


p

P
D       (1.9) 

Как показано в монографии [2] , величина (1.9) будет конечна, только если оценка uxu )(  
удовлетворяет условию «несмещенности»: 

.cx         (1.10) 

В этом случае 

i
ji

ij xdxDD 





1,

)(:)( ,jx      (1.11) 

где 

.: sjjssjjs wd    
Равенство (1.11) сохраняется также и для прямых ограничений (1.7) на ковариации ошибок изме-

рений. Таким образом, задача отыскания оптимального алгоритма гарантирующего оценивания при-
нимает вид 

 :)(min:min xDD
x

  , Rx  .cx     (1.12) 

2. Априорные статистические ограничения. 

Основателями теории оптимального гарантирующего оценивания были М.Л. Лидов, П.Е. Эльяс-
берг, Б.Ц. Бахшиян и др. Ими были введены разнообразные (иногда весьма общие) статистические 
ограничения на ошибки измерений [1, 2, 9, 12, 27]. Ниже нами будут рассмотрены следующие вари-
анты априорных ограничений (далее jsr  – коэффициент корреляции ошибок измерений i  и s ): 

1) Случай затухающей корреляции ошибок измерений [1] 

,0 j  ),exp( sjjs ttr    ;sj     (2.1) 

2) Случай ограниченных средних ошибок измерений [2, 8, 9] 
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,jj   ,0jsr  .sj   (2.2) 

Во всех трех случаях предполагается, что дисперсии ограничены: 

,2
jjj    .,...,1 j  

3) Пусть имеется r групп измерений 

 ,,...,1, iij ju   ,,...,1 ri   (2.3) 

которые между собою не коррелированны, и в каждой из которых средние значения ij  ошибок из-

мерений ij  ограничены по модулю числами i , дисперсии  ограничены числами 2
i , а коэффици-

енты корреляции ограничены по модулю числами  ,10  i  .,...,1 ri   Пусть 

),,...,(: 1 rxxx   ,),...,(: 1



iii

i xxx  .,...,1 ri   

Тогда формула (1.11) принимает вид [27] 

      .)1()( 2

11

2

11

2

1

2 













iii

j
ij

r

i
i

j
iji

j
iji

r

i
i xxxxD   

4) Пусть имеется r некоррелированных групп измерений (2.3), в каждой из которых средние зна-
чения ij  ошибок ij  ограничены по модулю числами i , дисперсии ограничены числами ,2

i  а 
коэффициенты корреляции ограничены по модулю числами  

isiji tte  , ,,...,1, isj   

где ijt  – моменты проведения измерений riuij ,...,1,  .  Тогда формула (1.11) имеет вид [27] 











i

isiji

sj

tt
r

i
i exD

1,1

2)(  ijx   .2

11






i

j
ij

r

i
iis xx  

5) Пусть вектор ошибок измерений   может быть разбит на r групп  , а каждая группа   – 
на r  подгрупп  , содержащих по    ошибок  , так что коэффициенты корреляции ограни-

чены по модулю следующими величинами:   – для ошибок разных групп,   – для ошибок из раз-

ных подгрупп одной и той же группы 
  ,  – для ошибок из одной и той же подгруппы  . Кроме 

того, пусть ошибки   имеют нулевые средние и дисперсии 2
 . При 10     имеем 

[27] 

       22)(






 xxxD   ,][ 22  








  xx  

где 

,0:       ,0:     01:     
и суммирование ведется по   rr ,...,1;,...,1  , .,...,1    

6) Аналогично рассматривается случай положительной корреляции (1.5), когда коэффициенты 
корреляции ij  ограничены сверху величинами   для ошибок из разных групп,   – для ошибок из 

разных подгрупп одной и той же группы  ,   – для ошибок   из одной и той же подгруппы 
[27] . 
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7) Как показано в работах [8, 12 – 16, 28] возмущающие ускорения индуцируют неслучайные 
ошибки измерений, для которых можно получить мажорантные оценки вида (1.3), где j  – это не-
которые известные числа (подробнее о задачах оценивания с немоделируемыми возмущениями мож-
но узнать по работам [12 – 16]). 

3. Комплекс программ гарантирующего оценивания.  

Имеющийся в филиале «Дмитров» комплекс программ гарантирующего оценивания, который 
возник в отрасли космической промышленности, первоначально был реализован для указанных выше 
вариантов 1)–3) статистических ограничений на ошибки измерений. Однако теоретические разработ-
ки позволяют распространить этот комплекс и на статистические ограничения 4)–8) (см. [22, 23]). 
Отметим, что в работах [5, 6, 10 – 16, 19 – 22, 29, 3, 30] описаны применения методов оптимального 
гарантирующего оценивания к численному решению нескольких задач из отрасли космической про-
мышленности. 

В нашем комплексе программ задачу (1.12) можно решать любым из трех реализованных мето-
дов: градиентным методом [4, 19, 21], минимаксным методом наименьших квадратов [29] и усечен-
ным методом наименьших квадратов [22]. Все эти три метода основаны на решении двойственной 
задачи к экстремальной задаче (1.12). Работа любого из этих методов начинается с оценок неопти-
мальности метода наименьших квадратов [17], которые играют важную роль в рассматриваемых за-
дачах, поскольку по самой своей природе задача оптимального гарантирующего оценивания не тре-
бует высокой точности поиска минимума ни по функционалу, ни по аргументу. В некоторых случаях 
благодаря таким оценкам можно вообще не решать задачу оптимизации, приняв МНК-оценку в каче-
стве оптимальной. 

Сравнение эффективности всех трех методов было проведено в работе [22] на задаче оценивания 
параметров движения спутника по околокруговой орбите, где приходится как-то учитывать присут-
ствие малых немоделируемых возмущений. Вместо точного решения задачи с немоделируемыми 
возмущениями была рассмотрена мажорантная задача, в которой средние ошибки измерений ограни-
чены согласно (1.3). 

Заключение 

При наличии заказчика нами могут решаться любые сложные задачи по обработке больших мас-
сивов измерительной информации и планирования экспериментов, в особенности при наличии немо-
делируемых возмущений или избыточности имеющихся фактических данных наблюдений. 
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